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INLEIDING TOT DE THEORIE DER DISTRIBUTIES 1 
door 
Prof. Dr. J. C. H. GERRETSEN Ì) 


Groningen 


1. Functies van een reële variabele. 


Gelijk bekend verstaan we onder een functie over de verzameling 
R der reële getallen een voorschrift f, waarmee bij ieder getal 
xe R een complex getal f(x) e C wordt verkregen. Een functie is 
dus niets anders dan een afbeelding van de verzameling A in de ver- 
zameling C. Men duidt dit symbolisch aan met 


(1-1) f:x f(a) eC, ze k. 


Het bij # behorende getal f(x) heet de waarde van de functie voor 
het getal z. Heeft een functie geen andere dan reële waarden, dan 
heet de functie reëel. 

Twee functies f en g heten gelijk, f —= g, indien voor iedere z 
geldt f(x) — g(x). Is in het bijzonder f(x) = O voor iedere #, dan 
zegt men dat de functie gelijk is aan nul en men schrijft f —= 0, 
symbolisch: 


(1-2) f= 0e fle) = 0, xek. 
Zijn f en g gegeven functies, dan wordt de som f + g, resp. het 


produkt fg, gedefinieerd als de functie, ‘welke gekarakteriseerd is 
door de afbeelding 


(1-3) fdg: —f(e) + ele), 
resp. 
(1-4) fa: ax —f(e)g(e). 


Hierin is als bijzonder geval opgesloten het produkt van de functie 
g en een constante c; onder deze laatste wordt verstaan de functie 


(1-5) Ertl 


1) Prof. Gerretsen heeft zich de moeite getroost de inhoud van de voordracht, 
die hij op 24 augustus 1964 te Amsterdam heeft gehouden voor de vakantitecursus van 
het Mathematisch Centrum, uitvoerig op schrift te stellen. De lezer is daardoor in 
staat zich een beeld te vormen van de betekenis van de tegenwoordig zo belangrijke 
functionalen. Hij zal zich wel enige inspanning moeten getroosten, doch deze wordt 
ruimschoots beloond. (Red) 
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Blijkbaar zijn de functies f en g dan en slechts en aan elkaar gelijk 
als f — g gelijk is aan 0. 

We merken op, dat een complexe functie steeds is te beschouwen 
als een lineaire combinatie. van twee reële functies, want men kan 
het complexe getal f(x) schrijven als een som f,(x) + ifs(x), zodat 
f= fh, + ifs in de zin van de boven geformuleerde definities. 


2. Lineaire functionalen. 


Zij P een verzameling van reële functies p van een reële variabele 
x. Als we de variabele x uitdrukkelijk willen vermelden schrijven 
we ook p(x) voor p‚ zonder daarmee steeds de waarde van @ voor 
x te willen aangeven. Uit het verband moet blijken welke betekenis 
wordt bedoeld. | 

We zullen veronderstellen dat ® een reële lineaire vectorruimte is. 
Daarmee is het volgende bedoeld: 

Met p,‚ e Den p‚ e Dis ook p, + pz € D. Is a een reëel getal, dan is 
met pe®d ook ape Ö. 

Onder een lineaire afbeelding van ® in de verzameling der com- 
plexe getallen verstaan we een voorschrift f, dat aan iedere functie 
peDd een getal Cf, pd eC toevoegt, symbolisch 


2-1) [pel pet, 
zodanig dat 


(2-2) Sf, ap + apa) = arl, Pi) + Aaf, Po), an, ze R. 
Een dergelijke lineaire afbeelding zullen we doorgaans een lineaire 
functionaal, kortweg functionaal, noemen. Soms is het nuttig een 
functionaal f met het symbool f(x) aan te duiden. Daarmee is niet 
gezegd dat f een functie is van x, want een functionaal beeldt immers 
geen getallen af, maar functies. Het symbool # duidt echter aan, 
dat f opereert op functies van de variabele z. Met f(t) zou men bij- 
voorbeeld een functionaal over functies p(t) kunnen aangeven. 
Inderdaad kan een functionaal een waarde aannemen, nl. voor een 
gegeven functie. Die waarde wordt dan door <f, p) voorgesteld. 
De waarde” van een functionaal voor een getal « is een zinloos 
begrip. 

Zijn f en g functionalen over ® dan definiëren we de som f + g 
door het voorschrift 


(2-3) fHg:pSfpd + Sg Pd, 


“en als a een getal voorstelt het produkt van a en f door 
(2-4) af :p — asf, pj). 
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De definitie van het produkt van functionalen stuit op grote-moel- 
lijkheden. Een analogon van de definitie van het produkt van func- 
ties verstoort de lineariteit. We zullen daarom er van afzien een 
algemene definitie van het produkt van functionalen op te stellen. 

Op grond van (2-3) en (2-4) blijken de lineaire functionalen ook 
weer een vectorruimte te vormen, de duale ruimte D* van ®. De 
nulvector is de functionaal nul, waarvoor geldt {f, p) = 0 voor 
alle pe ®. Voorts worden f en g dan en slechts dan als aan elkaar 
gelijk beschouwd, als f — g gelijk is aan nul. 

Een functionaal wordt reëel genoemd, als {f, p> reëel is voor 
iedere pe D. Daar in (2-4) a ook complex mag zijn; kunnen we ie- 
dere functionaal schrijven als een combinatie f, + if, van reële 
functionalen. | | 


3. Fimsete toetsfuncties. 


De lineaire functionalen over een functieruimte zijn te algemene 
objecten om voor de analyse van enig belang te zijn. Men zal daarom 
aan ® bepaalde beperkingen van analytische aard moeten opleggen, 
die worden bepaald door het doel, waarvoor men de functionalen wil 
gebruiken. Uiteraard zullen deze beperkingen een analytisch karak- 
ter moeten hebben. Van te voren is moeilijk te zeggen in welke 
richting men die beperkingen moet zoeken. Een zeer gelukkige 
suggestie is gedaan door de Franse wiskundige L. Schwartz, 
die tussen de jaren 1944 en 1949 de theorie der lineaire functionalen 
uitvoerig heeft ontwikkeld. Hij heeft voorgesteld. voor de ruimte ® 
te nemen de verzameling van alle functies p, die aan de volgende 
eisen voldoen: 
1) De functies p zijn in ieder punt « willekeurig vaak differentieerbaar. 
2) De functies p zijn fumiet, d.w.z. bij iedere functie p is een open 
interval aan te geven waarbuiten de functie geen andere waarden 
dan nul aanneemt. | 

Men kan zeer wel goede theorieën opbouwen, wanneer aan de 

functies p minder rigoureuze eisen worden gesteld. Maar met de 
boven gemaakte onderstellingen worden talrijke moeilijkheden van 
analytische aard omzeild, terwijl de theorie toch een zeer algemeen 
karakter blijft behouden. 
_ We zullen voortaan de functies van de ruimte ®;, welke aan de 
eisen 1) en 2) voldoet, toetsfuncties noemen. We merken op, dat de 
constanten niet tot ® behoren. Wel is een constante willekeurig 
vaak differentieerbaar, maar niet finiet, tenzij de constante nul is. 
Deze speciale constante behoort uiteraard tot ®, want ® is immers 
een vectorruimte. 
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Voorbeelden. van toetsfuncties zijn gemakkelijk te geven. Voor- 
eerst merken we op, dat als a(x) willekeurig vaak differentieerbaar 
is, maar niet noodzakelijk finiet, dan is met p ook ap een toets- 
functie. 

De functie 





(6-1) ne) =| k ne 
En 0 „zl z2l 
is in ieder punt willekeurig vaak differentieerbaar. Voor x= +1 
zijn ook alle afgeleiden gelijk aan nul. 

Door een lineaire transformatie van de variabele # kunnen we het 
interval |z| < 1 in ieder ander interval overvoeren. Zo is 


(8-2) rn pien) 


een toetsfunctie, die buiten het interval a < x < b gelijk is aan nul. 
De afsluiting van de verzameling der punten x waarvoor gp (x) 
#0 heet de drager van p. De drager van is dus het interval 
| S 1 

Een interessante toetsfunctie wordt uit 7(x) afgeleid, doordat we 
x vervangen door z/e, waarbij e een positief getal is kleiner dan 
$(b — a). De functie 


(3-3) pelt) = fn FS 2) an 


met Ik == p‚(4(a + 6)), is gelijk aan 1 voor a+eSaSb—-e 
en gelijk aan O voor x Sa —eofx 2 b+e. Ook deze functie is 
willekeurig vaak differentieerbaar en dus een toetsfunctie. 


4. Een hulpstelling. 


De volgende hulpstelling wordt nogal eens gebruikt: 

Laat h(x) een functie zijn, die in een omgeving van x = O willekeurig 
vaak differentieerbaar is. Is voorts h(O) = 0, dan bezit 

h(x) 
(4-1) ge) = ta 
% 

nx =O een ophefbare discontinuïteit en is eveneens willekeurig vaak 
differentieerbaar in een omgeving van x — 0. 

Wegens h(O) = 0 is 


lim ge) = — lim eed 


0) XE) 


— h’(0). 


Als we (0) —= h'(O) nemen is g(x) in # = OQ continu. 
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De relatie (4-1) is voor z # 0 gelijkwaardig met 
(4-2) ze(x) — h(x). 


Beperken we nu z tot een passende omgeving van x= 0, dan 
levert successieve differentiatie in ieder punt z # 0, waar g(x) stel- 
lig differentieerbaar is: 


g(e) + zg’ (2) = h' (2), 
28e) + zg" (e) = h'(x) 


ng D(z) + age) = he) (ze). 


Eliminatie van g, 2’, ..…„g*-D uit deze betrekkingen en (4-2) voert 
tot 
(17 


or 8E) = (hl) — 2) + gr NE) — 


ED ej 


Teller en noemer in het rechterlid hebben beide de limiet 0 voor 
x — 0. Door differentiatie van de teller vallen de verkregen ter- 
men twee aan twee tegen elkaar weg en er blijft 


ij” | 


ST zr heFD (z), 


terwijl de afgeleide van de noemer is (n + Ia”. Volgens de regel ' 
van De l' Hôpital hebben we dan 


1)" 

img” (x) = —___— hlr+D (0). 

Ee) ín + 1 (0) 
Gelijk bekend mag men uit het bestaan van de grenswaarden ván 
de afgeleiden voor & — 0 tot het bestaan van de afgeleiden in # —= 0 
besluiten. Daarmee is het bewijs van de hulpstelling voltooid. 


5. Reguliere functionalen. 


Hoewel er een principieel onderscheid bestaat tussen functies en 
functionalen kunnen onder passende voorwaarden functies gebruikt 
worden om lineaire functionalen te definiëren. | 

Laat f(x) een locaal integreerbare functie zijn. Daarmee bedoelt 
men dat f(x) absoluut integreerbaar is (b.v. in de zin van Rie- 
mann) over ieder eindig interval. Natuurlijk is met f ook fp locaal 
integreerbaar als p overal continu is. Is in het bijzonder p een toets- 
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functie, dan heeft het voorschrift 


(5-1) 





betekenis, want de integraal in het rechterlid wordt slechts over 
een eindig interval genomen, omdat p(z) buiten een dergelijk inter- 
val overal gelijk is aan. nul. Doordat de toetsfuncties finiet zijn, kan 
men vaak lastige convergentiebeschouwingen van oneigenlijke 
integralen. uit de weg gaan en alle stellingen, die op eigenlijke inte- 

Uit de RE van de eeens leidt men onmid: 
lijk af. dat door (5-1) een lineaire functionaal wordt beschreven. 
Een functionaal gedefinieerd als in (5-1) met behulp van een locaal 
integreerbare functie heet regubser. j 

Natuurlijk zou het teleurstellend zijn, wanneer geen andere dan 
reguliere functionalen zouden bestaan. In het volgende nummer be- 
spreken wèê echter een beroemd voorbeeld van een niet-reguliere 
en 


6. De functionaal van Dirac. 


Wordt aan iedere toetsfunctie op grond van het voorschrift 


(61) <ò, p) = p(0) 
de waarde van p voor # — 0 toegevoegd, dan is daarmee een func- 
tionaal gegeven. Immers het voorschrift ís lineair gelijk blijkt uit 


Ò, ar p, + Aapa) = 41 PO) + a2po(0) = a <Ö, pj) + 22Ô, pad. 
We zullen nu bewijzen, dat deze functionaal niet regulier is. Onder- 
stel daarom dat er een locaal integreerbare functie ô(x) zou bestaan 
met 


(6-2) [7 9e) ole) de — p(0). 
We nemen nu voor p(x) de functie 
(6-3) Pele) —= en (2) e> 0, e= expl, 
$ € 
waarbij 7(«) gegeven is in (3-1). Blijkbaar is p‚(x) gelijk aan nul 


voor |z| Ze. We kunnen daarom op grond van (6-2) en het feit, 
dat p‚(z) buiten het interval |z| < e nul is schrijven _ 


(6-4) [7 s@)ole) de = pel0) = 1 


(6-5) LS flöe)laz, 


wegens |p‚(x)| S 1. Gelijk bekend, is de integraal van een locaal 
integreerbare functie willekeurig klein over een voldoend klein 
integratie interval. Nemen we dus e' voldoend: dicht -bij nul; dán is 
het rechterlid van: (6-5) kleiner dan 1 en we hebben een tegenspraak. 
Daarmee is bewezen: ‘ 

De functionaal ò is niet regulier. 

Deze functionaal wordt meestal genoemd naar de fysicùs P:A. M. 


Dirac. Men spreekt vaak van de „functie: ‚van Dirac, maar het - 


Is nu wel duidelijk dat deze term misleidend. is. Overigens heeft 
Dirac deze grootheid zonder voldoende mathematische fundering 
ingevoerd als een z.g. eh EURE met de paradoxale el- 
‚genschappen An ba 


Ö(x) — 0, 20; [*_ beds 


Een dergelijke functie bestaat niet. De theorie der functionalen 
geeft echter de basis voor een legitiem gebruik’ van dit ‘symbool ô. 

Het bezit een aantal interessante eigenschappen, waarvan we er 
dadelijk een zullen behandelen. Eerst een definitie. Is «(x) een wille- 
keurig vaak differentieerbare functie en f een functionaal, dan ver- 
staan we onder af de functionaal gegeven door 


(6-6) Caf) = Gap). 
Dan volgt in het bijzonder 

(6-7) a(x)ò = «(O)Ö. 
Immers, 


ad, p) = Ö, ap) = a«(0)p(0) = «(0), py = La (0), ld 
Nemen we voor a(x) de functie x, dan komt er 
(6-8) vò(x) —= 0. | 
We zien dat een produkt nul kan zijn zonder dat ten minste één der 
factoren nul is. We stellen ons nu de vraag welke functionalen Í aan 
(6-9) 0 
voldoen. | 


Om deze vergelijking op te lossen nemen we eerst een vaste toets- 
functie £, met £(0) = 1. We kunnen bij voorbeeld nemen 


El) = en(z), 
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waarbij weer % de functie (3-1) is. Op grond van de hulpstelling van 
no. 4 is de functie 


ple) — p(0)E(x) 


(6-10) Polet) = 5 


overal willekeurig vaak differentieerbaar en kennelijk ook finiet. 
Uit (6-10) volgt 


(6-11) ple) = zool) + p(0)E(&). 


Laat nu f een oplossing zijn van (6-9). Dan moet gelden 


fp) = Pro) + A, POE) = Sef, Pod + PO), ED 


Daarmee is bewezen: 

De oplossingen van de vergelijking xf — O zijn de functionalen cò, 
waarbij c een willekeurige constante voorstelt. 

Een direct gevolg is: Uit zf = zg volgt f = g + cò. 


7. Gelijkheid van een functionaal en een functie in een open vnterval. 


Een functionaal is in het algemeen een vrij onaanschouwelijk 
object. Gelukkig kan men in zeer vele gevallen over passende inter- 
vallen een functionaal door een gewone functie voorstellen op een 
nog nader te preciseren wijze. 

Een functionaal f heet in het interval a < x < b gelijk aan een vn 
dit interval absoluut integreerbare functie g(x), als voor iedere toets- 
functie p‚ die buiten dit interval gelijk is aan nul geldt 


(7-1) ho) = [, ge) o(e)de. 


De functionaal ò is gelijk aan nul in ieder open interval, dat x = 0 
niet bevat, omdat voor de betreffende toetsfuncties p(0) = 0 geldt. 
Het heeft echter geen zin om te zeggen dat ò gelijk is aan nul in een 
punt # # 0, omdat Ô functies afbeeldt en geen getallen. 

Het is duidelijk dat een reguliere functionaal f, voortgebracht 
door een locaal integreerbare functie g(x), in ieder interval aan die 
functie gelijk is. Twee reguliere functionalen kunnen in een interval 
gelijk zijn zonder dat de functies overal dezelfde waarde aannemen. 
Immers, wanneer f(x) en g(x) in geïsoleerde punten van elkaar ver- 
schillen kunnen toch wel de integralen ff(r)p(a)de en [g(z) 
g(x) dz aan elkaar gelijk zijn. 

We willen hier nog een opmerking maken, waarvan we later pro- 
fijt kunnen trekken. Laat f een functionaal voorstellen, die gelijk is 
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aan nul in alle open intervallen links van # —= p. Zij voorts a(z) 
een overal differentieerbare functie met afgeleiden van willekeurig 
hoge orde, die alleen voor x = g gelijk is aan nul. Dus « behoeft niet 
finiet te zijn en daarom heeft {f, «> niet altijd betekenis. We vormen 
nu een functie p,(x) als in (3-3) met a +e <p,b—e Zg. Dan 
is natuurlijk p — p‚a een toetsfunctie, die voor.a +eSeSg 
„met «a overeenstemt en daarvoor heeft {f,p> betekenis. De waarde 
hangt niet van a of van e af. Immers alle functies p‚x stemmen over- 
een in het interval p Sx <q en hun verschil kan alleen van nul 
verschillen in een interval links van p. Maar daar is f gelijk aan nul. 
Onder {f, «) kunnen we dan verstaan de waarde {f, p>, waarbij p 
als boven is geconstrueerd. | 


8. Convergentie. 


In de vectorruimte ® kan de continuïteit worden beschreven met 
een. begrip „convergentie”’, We duiden met p®) aan de Z-de af- 
geleide van p waarbij p zelf wordt bedoeld als k — 0. Beschouw 
op de getallenrechte een puntverzameling, waarvan de punten met 4 
worden aangeduid en zij A, een verdichtingspunt van die ver- 
zameling. Voorts denken we ons bij iedere A een functie.p, aange- 
wezen, zodat een collectie van toetsfuncties is verkregen. 

We zullen zeggen dat het systeem p‚ voor Â — A, sterk naar nul 
convergeert, als: 

1) alle functies p‚ buiten hetzelfde interval gelijk zijn aan nul, 

2) Voor iedere waarde van k de functies:p{®) uniform naar nul con- 
vergeren, d.w.z. er bestaat bij gegeven e > 0 een getal ”, Zodanig 
dat voldaan is aan 


lp (@)| < e 


voor alle Â die aan |À — AQl < 7, voldoen, onafhankelijk van 2. 

Het geval A, — oo sluiten we niet uit. Men moet dan de formule- 
ring van 2) dienbvessenkomstie modificeren. kas 

Het is duidelijk dat het systeem pj sterk naar p convergeert als 
Pa — p sterk naar nul convergeert voor A — Ag. 

Als eerste toepassing bewijzen we 

Het differentieqguotiënt 


(8-1) Li A #0 


convergeert sterk naar p'(x) voor À — 0. 
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„ Beschouw het systeem van functies 


(8-2) En ore) NE CN — (2). 


Als we u > 0 passend kiezen is het mogelijk een interval aan te 
geven, waarbuiten alle functies p(x + À) gelijk zijn aan nul, mits 
[Al < u. We zullen nu aantonen dat bovendien de functies o{® (x) 
voor een willekeurige waarde van k 2 0 naar nul gaan als Â — 0 
en wel uniform in x. 
_ Welnu, voor vaste Z is 

NE) = PE +4) — 92) — oe) 


1 À 
EEn —L (pt (4) Ee pr (x)) du 
== En (4 — x) pi) (0) du, 
waarbij 0 tussen x en 4. Voorts is p®*+®(x) uniform begrensd, m.a.w. 
er bestaat een constante cj, met |p+®(x)| < c, voor alle z. 


Dus geldt 


ĳ-}À 
PE <t aal (u — de = eld Se 


[Al 





voor |A <7, — Zelc,. Hiermee 1 is het bewijs van de sterke conver- 
gentie voltooid. 

Een lineaire functionaal f heet continu indien een uit een sterk 
naar nul convergerend systeem van toetstuncties p, een ‘naar nul 
convergerend systeem van getallen <f, p,) wordt verkregen voor 
À — Âg. 

Een reguliere haben s steeds continu. 

Zijn. nl. de functies p‚ gelijk aan nul buiten het inbel a<r< b 
en convergeren ze sterk naar nul voor Â — A, dan is ‘ 


Kf, padt =| fi fe)mre) del < fj ifO)lene)lde < e [) Ife)ide, 


voor alle Â die aan |À — A, < 7 voldoen, waarbij y passend is 5 ge 
kozen. 

De functionaal van Dirac is continu. 
Als p‚(z) — 0 uniform in , dan gaat stellig p, (0) — 0. 

De continue lineaire functionalen worden in navolging van L. 
Schwartz distributies genoemd. Men noemt ze ook wel-gegenerali-— 
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seerde functies. De locaal integreerbare functies zijn in het systeem 
vertegenwoordigd als de reguliere distributies. De distributies vor- 
men een lineaire vectorruimte, die een AE is van de duale 
ruimte van ®. ke 

Naast de sterke convergentie van systemen van toetsfuncties 
kennen we ook een convergentiebegrip voor functionalen. Laat bij 
iedere A uit een verzameling van getallen 4 een distributie fj zijn ge- 
geven. Is voorts A, een verdichtingspunt van de verzameling der 
A(Ag = 0 niet dn dan zeggen we dat f, voor A — A, zwak 
naar de distributie f convergeert als voor iedere toetsfunctie-geldt 


(8-3) Ln ha Pd = LPD 


Een eenvoudig maar hk interessant voorbeeld is het volgende: 
Zij h(x) de functie 


E 
sa KAS |z| SS E 

en aa oi zr 

De grafiek wordt gevonden met behulp van een rechthoek met hoogte 

} gelegen tussen de punten z —= —l en x= EL We vormen nu de 

functies Ge 

8-5 Dae ‚A>0. 
B5) 0) =D EN >0 


Voor kleirie 4 worden ze afgebeeld als lange smalle rechthoeken met 
breedte 2Â en hoogte 1/2A. De functies h(x) zijn alle locaal inte- 
greerbaar en definiëren dus reguliere functionalen h, bepaald door 
(8-6) MP) = | vO) de = p(6), 
: : __ 2ÂJA | 


waarbij —Â < 0 <A. Voor:Â-—> 0 gaat p(0) naar (0) = Xó, p>, 
zodat EN 
(8-7) lim A= Ô. 

A0 
Dit is een populaire manier om de distributie aanschouwelijk 
voor te stellen. 4 


9. De afgeleiden van cen dee. | 


Een van de merkwaardigste uitkomsten van de theorie der de 
buties is het feit, dat een distributie willekeurig vaak dijferentieerbaar 
is. Natuurlijk moeten we eerst zorgvuldig nagaan op welke wijze 
de afgeleide wordt gedefinieerd. We GO dit in analogie met de 
gewone functies. : 
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t_ Zij f een distributie, die we nu met f(x) zullen aanduiden. Met 
fla + À) bedoelen we een distributie bepaald door 


(en) fe +4), p@)) = f@), ple — AD. 
We vormen nu de distributie 
_ fe +1) — f@) 
Â 
en beweren dat deze zwak naar een distributie convergeert voor 


Â — 0. Wegens (9-1) hebben we 


„Ne + 1) — f(e) dn pe) 
GE ol) = Ce +4) — He), SED 





ee PON Zere ZON 
nh hakt Te 4 
el ple —À) Pá ple) 
NN je fe Me: 
il B pz ent 
se ER 


In no. 7 hebben we bewezen, dat p(x — À) — p(x)/— Â voor Â — 0 


sterk naar p'(x) ne Wegens de continuïteit van f conver- 
geert ‚dan. 


fe + A) — f(e) 
EN 
naar {f, — p'>. Hiermee is echter weer een continue functionaal 


gedefinteerd, dus een distributie, die we de afgeleide van f noemen 
en aanduiden met 


| Í of Ee, 
Dus geldt 
Dn 8 A A0 À 
met | | 


(9-3) PD) = — Sf, 0D. 
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Uit het voorschrift (9-3) blijkt, dat men het proces kan herhälen, 
dar pj (—1)/, Pp) >en he pj) (— 1)", PD 


kortom 

Een distributie bezit afgeleiden van willekeurig hoge orde. 

De overeenstemming met het begrip „afgeleide” in de klassieke 
analyse blijkt uit de stelling: 

Is de distributie f in het interval a <x < b gelijk aan je overal 
in dit interval differentieerbare functie g(x) en is g'(w) in dit interval 
absoluut integreerbaar, dan is de afgeleide f van f in dit interval 
gelijk aan g(x). 

Volgens de definitie van gelijkheid is 


een 
Np) D= — | g)o'e) de 
b - fd, 
„+ f, ©) de 

Db, Es, | 
— | _#'@) pe) de 

en f’ blijkbaar gelijk aan g’. Re 
Men denke er wel aan dat het haa aglede van een. distributie: 
weer een globaal begrip is: Het heeft geen zin om te zeggen dat de 
distributie differentieerbaar is in een bepaald punt, zoals een- gewone 


functie. 
Nu enkele voorbeelden. We beschouwen eerst de functie .… 





= — gls) p( 


x,‚ ©” > 0, 
al | =| #s0. 


De aarder voortgebrachte reguliere distibude. geven we ook. aan. 
met z,. Deze is bepaald door 


(9-5) ap) = |, ép(e) dz. | Rn 
De afgeleide vinden we uit | | | 
ad fo op (e)de = fo p(e)de, 


zoals direct door partiële integratie blijkt. 
De functie van Heaviside 


1 xx > 0, 


ai SBO las ps. 
brengt de reguliere distributie voort bepaald door 4 


(9-7) Zape = [7 peen. 
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Dit in verband gebracht met het boven gevonden resultaat leidt tot 
a 


(9-8) En =H 


een resultaat, dat ook aanschouwelijk duidelijk is. | 

Berekenen we nu de afgeleide van H. De herleiding verloopt al- 
HP) = — fo w'(e)de = p(0) = 0, p) 
dus 


De afgeleide van he distributie van Heavisi id eisde distributie v van 
Dirac: 


(9-9) 





Ô is niet gelijk aan de afgeleide van de functie van Heaviside, want: 
deze ‘functie is immers niet overal differentieerbaar. 0 

„De distributie van Dirac is natuurlijk ook differentieerbaar en. 
de afgeleide wordt bepaald uit 





(9-10) Ö pj — Ö, Pp) = —p (0). | 


Natuurlijk kan men onbeperkt doorgaan. 
Onder de constante distributie c verstaan we de distributie be- 
paald door 


(9-11) e, pp = [7 eple)dr = e [* ple)de 


De afgeleide van de constante distributie is nul. 
Immers, 


er py =P) = ef p'()de = ante) | = 0, 
want p(r) —= O aan de grenzen van het integratie-interval. 

Bijzonder belangwekkend is de volgende stelling: 

Een distributie met afgeleide nul is de constante. 
Laat £(z) een vaste toetsfunctie: zijn met f®, é(x) da # 0. Een derg. 
toetsfunctie bestaat, bijvoorbeeld de functie n(x) beschreven in 
(3-1). Na eventuele vermenigvuldiging met een passende constante 
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kunnen we bereiken dat 


912) [Îemar=r 


00 


Is p(x) een toetsfunctie, dan is blijkbaar ook 


(9-13) ml) =p) [vd 


een toetsfunctie, die wegens (9-12) de eigenschap 


| [Zo vole)de = Ò | 
heeft. Daar in feite de grenzen van alle integralen: eindig zijn, is ook 


(9-14) ple) = [ oo Po (z)dz 
een toetsfunctie, terwijl 


(9-15) _ Pr@) = Pole). 
Laat nu f een distributie zijn met afgeleide nul. Daar Po een afs; 
geleide is, geldt | 
<f , Po? D= 0 


en op grond van (9-13) hebben we 


(PD) = Sh, PHH ED [mud 
= 04 [Z plu)du = ee cplu)du —= Cc, p>, 


waarmee het bewijs is voltooid. 

Met dezelfde hulpmiddelen kunnen we bewijzen 

Een distributie f is steeds Ee HSE van een distributie g. Alle 
oplossingen van 


dg 
9-16 : —= 
(9-16) nn) 
verschillen onderling in een constante distributie. 


De laatste bewering volgt onmiddellijk uit de voorgaande stel- 
ling. Want Is. 


, 


81 = Í, êe =| 
dan is 


KE PD = CE, PD 
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voor iedere p. Dus 


(81 — Za), PD = — Er — 62 P)=— EPD + Ea DD 
= <81 DP) — Ba, P) =O, 
zodat 2, — 23 =C. 
We mogen daarom zonder beperking van de algemeefiheid aan- 


nemen dat {g, £) —= 0; waarbij £ weer de boven beschouwde toets- 
functie is. Blijkbaar wordt door 


(9-17) gp) == Sf PD 

waarbij p,‚ de functie (9-14) is, een distributie gegeven. Het lineaire 
karakter en de continuïteit van het voorschrift zijn gemakkelijk te 
verifiëren. Vervangen we in (9-13) de functie p door p'‚, dan komt 
er in het rechterlid 


x) — E(z) en p'(u) du —= p'(«) 
en is dit blijkbaar gelijk aan 
Pole) + Ee) f_o) du. 
(9-14) wördt nu vervangen door 
[7 oble)de + [”_E(e)de [° p(u)dn 


= pole) + E(e) pu) du = ple), 
wat ook wel zonder rekenen duidelijk is. Dus is 


EP) =P) LP). 


waaruit blijkt dat de door (9-17) gedefinieerde functionaal inderdaad 
aan (9-16) voldoet. 
Vervangen we in (9-13) p-door £ dan komt er 


pole) — Ea) — Ee) | Ew)du —0 


en dus p‚ = 0, zodat {g, €) = 0 voor de door (9-16) geconstrueerde 
oplossing. 


10. Rekenregels voor de afgeleide. 


Vele van de elementaire regels der differentiaalrekening kunnen op 
distributies worden overgedragen. De somregel luidt 


Go) (tg HE 
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Immers, 
UB D= HED =D — EPD 
=if PD + EP) == <f +8, PD. 


De produktregel geldt in beperkte zin, omdat in het algemeen een 
produkt van distributies niet is gedefinieerd. Evenwel 
Is a(z) een willekeurig vaak differentieerbare functie, dan ús 


(10-2) (af) = af! Ff 





Rekening houdend met (6-6) hebben. we 
laf), p) = — Caf, P')= — fap) = — Sf, (ep) — ap) 
= {ADD + Sf PD) = fap) + Caf, PD 
afp) + af, p) = Caf! + o'f, Pp). 
Is « een constante c, dan is natuurlijk 
(df! =ef. 

Zij f(x) een: gegeven distributie. Onder de gespiegelde van deze 
distributie verstaan we de distributie f(— x) bepaald door | 
(10-3) H- @), ple) = (a), pl— 2) 

Er geldt 


| 


(10-4) 





Immers, 


WE a es n 
4 En ) ple ) = ft x), Pe) == — @), P'(— z)D 





M.E ole — (el DO 2) = 2), ple) 
We passen dit toe op enkele enne waotbeelden | 
Onder x_ verstaan we de gespiegelde van de distributie x,. Uit 


(9-8) en (10-4) Zok 


(105) 


el N 
I 


Nn H(—z). 
We definiëren nu 


(0-6) ela, te, 
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(10-7) sign x= H (x) — H(—x). 
Blijkbaar is 

| 1, 2 > 0, 

(10-8) sign © —= 0, 7 = 0, 

—l, TL << 0. 


Dan blijkt uit de voorgaande resultaten 


(10-9) 





Voorts is 
dH(— x) 
dz 


WAnt SP PO OP Dus 


| d sign z 
10-10) - —_____—— == 2ô. 


Tenslotte behandelen we nog enkele met de logaritme samenhan- 
gende distributies. 
De functie log z, gedefinieerd als 


== —êl—z) = — ôle). 


log x, x > 0, 


(10-11) log ‚=| 0, 20 


is, gelijk bekend, locaal integreerbaar. De singulariteit bij z —= 0 geeft 
nl. geen moeilijkheden. De voortgebrachte distributie is bepaald door 


(10-12) {log z,, p) = In log z plx) dz. 
De afgeleide daarvan moeten we berekenen uit 
— {log zp) = — |, oge pr) dz. 


Het ligt voor de hand om partiële integratie toe te passen. Zonder 
meer gaat dit niet, want dan ontstaat een divergente integraal. 
Schrijven we echter het laatste lid als 


log zig ole) — olde —[, loge (a)de 
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dan kunnen we dit omvormen tot 





kee en — ple)log z |” 


vpe 


De beide eerste termen zijn. eee aan nul, daar p(x) —p(0) naar 
nul gaat als zen # log z — 0 voor z — 0. De opgeschreven integralen, 
zijn convergent en definiëren een distributie, die gelijk is aan x”* 
voor # > 0 (want voor de betreffende toetsfunctie is dan p(0) — 0) 
en gelijk aan nul voor x < 0. We noemen deze distributie z,!, zodat 


— p(0 
0-13) (ete IN ple) — 0 des f Lan 
Deze distributie is niet regulier, want de integraal 
| Dee 
0 X 


is bij  — 0 divergent. Als resultaat hebben we 


(10-14) 





Voor de gespiegelde functies hebben we dan 


d log x 


(10-15) te 

We voeren nu de volgende functies in 

(10-16) log ja = logt; + log z_, 
(10-17) log [zl sien x=logx; —log a. 
Voorts 

(10-18) lett tg! 

en | 

(10-19) Pm hie 


Men mag voor x”* ook van |z|”! Hen x. Dan vinden we uit 
(10-14) en (10-15) 


(10-20) ha td! = 27} | 
dz 
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en 


d log |x/ sign x 


(10-21) Ee 


= jef”. 


Let wel, dat de toepassing van de produktregel op a tot een 
zinloos: resultaat voert. 

We merken nog op, dat uit (10-19) en (10-13) volgt 
(10-22) le, p) =| ple) —p(2) da, 

0 x 
waarbij de integraal nog bij  = 0 convergeert. 

Tot nu toe wijken de resultaten niet af van die welke men door 
differentiatie van gewone functies kan verwachten. Maar in dit ge- 
val bedriegt de schijn. We willen eens de afgeleide bepalen van x, + 
bepalen. Daartoe berekenen we 


ET kde mk A ) de — | 


Om moeilijkheden bij partiële integratie te voorkomen schrijver we 
daarvoor 


za WE) — (0) — (Ode — |, — We) — (ON dz 











Jor dz x dr 
__ »(@) mk #0 ie pe) en “+ | 
_ Re elk B se 0 


De integralen zijn convergent en met behulp daarvan definiëren 
we x,”* door middel van. 


k — p(0) — 0 
(et, PD =| pr) — pl lm p (0) + ) qe. 

0 x 

De som van de termen, die door partiële integratie apart zijn komen 

te staan, is blijkbaar p'(0) = — {ô', p), zodat we hebben 
<(e,*)’, p) ne \L?, p) Eet Of pj 

of. 

(10-23) 





een enigszins onverwacht resultaat. - 
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Definiëren we echter 
mtr ta? 
en bedenken we dat 


dx —! 
(L0-24) Tatter, 





dan komt er blijkbaar 


(10-25) 8 rra ST — 0, 
zodat de distributie #-! zich als de functie 2-1 gedraagt. 
We merken daarbij nog op, dat ò' een oneven distributie is, d.w.z. 
Ò'(— 2x) = —Ô'(x). 
Inderdaad 


d 
Ö', pl)) = — GC An 2) y= <Ö, p'(—2)D 


=p (0) = — <ò', pj. 


Ten slotte noemen we de stelling: 
Differentvatie en overgang naar de zwakke limiet zijn verwisselbare 


Processen. 
Is 
lim f‚ =í, 
A Ag 
dan is ook 
lim f A =f. 
ÂÀg 


Het bewijs volgt direct uit | 
Lp) = — Sf, P') = — lim (fa, p') = lim Cf, pd. 
AÀg AA, 


(wordt vervolgd) 


VERSCHEIDENHEDEN 
door 


Prof. dr. O. BOTTEMA 
Delft 


LIX. Een bundel kubische ‘krommen. 


1. Bij een vraagstuk, dat hier verder niet ter zake doet, heeft 
Dr. L. Crijns (Over een bundel kubische krommen, Euclides 40, 
VI, 1965, p. 173—174) een tweetal interessante met een driehoek 
verbonden vlakke krommen van de derde graad K, en K, ont- 
moet, die respectievelijk door de volgende vergelijkingen worden 
voorgesteld 


K, = X xi (49 cos B— x3 COS y) = 0 | (1) 
K, = 5 xi (xs COS y cos « — X3 COS « COS Bl) = 0. (2) 


Hierin zijn x,, #3 en #9 homogene driehoekscoördinaten voor de 
driehoek ABC, die de hoeken «, B'en y heeft. 

De schrijver bewijst dat K, en K,, en dus ook alle exemplaren 
van de bundel die zij bepalen, door de volgende negen merkwaardige 
punten gaan: de hoekpunten A, B en C, de middelpunten Zo, Zj, 
1, en I3 van de in- en aangeschreven cirkels, het hoogtepunt H en 
het middelpunt M van de omgeschreven cirkel. Voorts gaan de 
raaklijnen in A, B en C aan K, alle door H en die aan K, alle door 
M. Er wordt verder een weg aangeduid waarlangs men de vierde 
door H gaande raaklijn aan K, (resp. de vierde door M gaande 
raaklijn aan K,) en daarmee de projectieve invarianten der krom- 
men zou kunnen bepalen. 


» 2. Wij voegen aan de door Crijns afgeleide eigenschappen nog 
enkele toe. In de tsogonale verwantschap ten opzichte van de drie- 
hoek correspondeert met een door de hoekpunten gaande kubische 
kromme een eveneens door de hoekpunten gaande kubische krom- 
me. Daar de vier punten / dekpunten zijn van deze verwantschap 
en verder H en M aan elkaar verwant zijn, is het duidelijk, dat 
met elk exemplaar van de bundel weer een exemplaar correspondeert. 
Is (x,, %, %3) het met (x,, 4, %3) verwante punt, dan heeft men 


, , t_ 4 EN, 
NS Ha Ag Na TS Nys %3 S Kia (3) 
[278] 
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Substitueert men dit in (1) en (2), dan stelt men na deling door 
X1%3%3 vast, dat-de vergelijkingen van K, en K, en ook die van elk 
exemplaar van de bundel, onveranderd zijn gebleven. Wij hebben 
dus: de krommen K‚ en Ks, en ook elk exemplaar van hun bundel 
zijn invariant bij de ROE transformatie ten opzichte van de drie- 
hoek. 


3. M is-het punt (cos «, cos B, cos ); de middellijn AM snijdt 
dus de overstaande zijde BC in A, —= (0, cos B, cos y) en men ziet 
onmiddellijk, dat dit punt aan (1) voldoet. Hieruit volgt: zijn A;, 
B, en C, de snijpunten van AM, BM en CM met de overstaande 
zijden, "dan gaat K,‚ door A,, B, en C‚,. H is het punt (cos 6 cos y, 
cos y cos «, cos « cos f) dus het voetpunt A, van de hoogtelijn uit 
A is (O, cos y, cos @) en dit pùnt voldoet ten duidelijkste aan (2). 
Dus K, ad door de Re van de hoogtelijnen van de driehoek. 


4. Is P= (y,, Ya, ys) e een punt van de kromme F EP Xa, %) — 0, 
dan is de raaklijn in P: 


OF | 
Di 0x (y1, Ya, Ya) id = 0 


De raaklijn aan XK, in een op K, gelegen punt P(y;, Ys, Y3) heeft 
dus de VERE LRS 


E {2y, Wa cos — yocosy) + (—+Yeosa}r =0. (4) 
Voor de raaklijn in M aan K, vinden wij dan 
| > cosa (cos? — cos ?y)x, = 0. (5) 


Maar aan deze vergelijking voldoet het punt H. De raaklijn aan 
K, in’ M gaat dus door H of wel: K, raakt in M aan de rechte van 
Euler. Op analoge wijze toont men aan: K, raakt in H aan de 
rechte van Euler. 


5. Omdat de vierde raaklijn uit H aan K, bekend is geworden, 
kan nu ook de invariant dezer kromme op de door Crijns aange- 
duide wijze worden bepaald. Het is immers de dubbelverhouding - 
van de rechten HA, HB, HC en HM (en deze is gelijk aan die van 
de vier raaklijnen aan K, uit een willekeurig punt van K‚). De 
snijpunten met x3 — 0 zijn respectievelijk 
(1,0), (0,1), (cos B, cosa) en {cos B(cos? « — cos? y), cos a(cos? f — 

cos? y)} 
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zodat de dubbelverhouding wordt 


| de, NN 2 2 
d = H(A, BC, M) = ® a—cos?y a C (6) 


cos? B — cos°y b2— ct 


ben dl b2—a? — 
terwijl H(B,C, A, M) = En Pa etc. 
‚De constante dubbelverhouding voor K, wordt blijkens (l) en 
(2) verkregen door in deze antwoorden cosa, cos f. en cos y door 
hun omgekeerden te vervangen. 


6. Men heeft zich wel de vraag gesteld of een voetpuntsdriehoek 
P‚P,P, van een punt P ten opzichte van driehoek ABC met deze 
driehoek Cevarligging kan vertonen, dus of AP,, BP, en CP} 
door één punt S kunnen gaan. De meetkundige plaats der punten 
P met deze eigenschap vindt men wel aangeduid. als de kromme 
van Darboux (of van Lucas) en die der Punten S als de kromme 
van Lucas (of van Darboux). ie 

Is P == (%, %2, %) dan vindt men ES voor P,: 
(O, x3 + xj COS y, 3 + %1 COS f) en analoge uitdrukkingen voor P, en 
P,. De voorwaarde dat AP, BP, èn CP; door één punt gaan, luidt: 


(%2 + #3 COS a) (%3 + #1 COS É) (%,. + X2.COS y) — (x3 +- 43 COS a) 
(xj + %3 COS B) (%3 + Kj COSY) = O 
of wel 


> xi{x,(cos B — cos y cos Sa) in leass y — Cos « Cos B£)} = 0, 


maar dat is niets anders dan K, — KK, = 0. De kromme van Dar- 
boux is dus een exemplaar van eenvoudige vergelijking uit de door 
Crijns beschouwde bundel. Dat de negen punten aan de voorwaarde 
voldoen, is duidelijk. De kromme van Lucas, die eveneens van de 
derde graad is, behoort niet tot de bundel. 


he 


KORREL CXXVIII 
(Wel poollijn en geen inzicht) 


We maken voor het eerst kennis met het begrip meetkundige 
plaats in de vlakke meetkunde; daarna in de stereometrie en in de 
analytische meetkunde. We geven een paar simpele voorbeelden 
van dit laatste. 


ll. Eis: de punten P op Bee afstanden van het punt O (0; 0) 
— de cirkel x° + y? = #?. 


2. Ess: de punten P op atie afstand van A(a;0) en B(b; 0) 
>de rechte lijn x — $ (a + 6). 


3. Ess: de punten p, die op tweemaal zo grote afstand liggen 
van A(—a;0) als van B(a;0) — de cirkel (x + a)? + y? = 
Ax — a)? + 5} 


Met tientallen te vermeerderen; eerst wordt de eis gesteld, waar- 
aan de punten moeten voldoen; daarna komt de vergelijking. We 
gaan verder: 


A BiSarnan > XX + yjy = rv? heet de poollijn. 


In de schoolboeken, aangeduid op blz. 141 en 142 van jg. 38 
van „Euclides” onder 1, 2, 3, 4, 5 staat niets op de plaats van 
de stippen; enkel maar met enige omhaal wat achter de pijl staat! 

Ik haal hier aan, wat men vindt in Euclides 30 in het rapport 
van de leerplancommissie, blz. 150; zie jg. 38, blz. 141. Er wordt 


‚zeer terecht gezegd: En om dat inzicht is het te doen. Voor automa- 


tische toepassing van niet begrepen rekenprocedé's is er op de school, 
die een algemene vorming nastreeft, geen plaats. Maar 


poollijn van (x, ;Y;) t.o. van x2 + y? =r? is xx + yy = 1? 
poollijn van (x —a)? + (y — 5)? = 1? is 
@, — ae — a)? + Wb) Wy — 6) = 
zonder enig begrip; het is fraal. 
P. Wijdenes 
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UIT HET VERSLAG VAN DE COMMISSIE VOOR HET 
STAATSEXAMEN H.B.S. 1964. 
Wiskunde En OO | 


h.b.s.-A. Noch het schriftelijk noch het mondeling geven aanleiding tot bijzondere 
opmerkingen.:Het kwam vrijwel niet meer voor dat een kandidaat totaal niets aan 
het vak gedaan had. : : 

Met alle begrip voor de moeilijkheden, die het gebrek aan tijd in de KAn 
met zich brengt, meent de sub-commissie toch te moeten aandringen op meer be- 
grip dan het van buiten leren van formules, waarvan de bedoeling volkomen duister 
blijft, verwacht kan worden. Het nogal eens optredende gebrek aan simpele reken- 
technische vaardigheid «en nauwkeurigheid mag de kandidaten, die toch ook in 
hun handelsvakken veel moeten rekenen, als een ernstig tekort aangemerkt worden. 


h.b.s.-B. Algebra. De opmerkingen van vórig jaar kunnen herhaald worden. Er 
moest worden geconstateerd dat vele kandidaten niet voldoende inzicht in de alge- 
braïsche begrippen toonden. Dit gaf dikwijls aanleiding tot verwarringen b.v. van 
de begrippen functie, vergelijking en ongelijkheid, verder tot onjuiste formulering 
van de som van een oneindige reeks, van het differentiaalquotiënt en van de 
afgeleide functie. : 

Ook de technische vaardigheid van vele kandidaten was onvoldoende. Bij het 
oplossen van een ongelijkheid gingen velen op een al te mechanische wijze te werk. 

Het viel ook dit jaar weer op dat vele kandidaten bij het vaststellen van de aard 
der uiterste waarde(n) van een functie weinig animo vertoonden de methode van 
het teken van de eerste afgeleide te kiezen. Deze methode verdient de voorkeur 
boven die van de tweede afgeleide. 

Sommige kandidaten hadden moeite met het aantonen van de aanwezige Sne 
metrie In de grafiek van bepaalde functies. 


h.b.s.-B. Stereometrie, De resultaten van het schriftelijk examen waren teleur- 
stellend, wat meestal het gevolg was van het.niet kunnen tekenen van. een goede 
stereometrische figuur. Blijkbaar was dit ook tot de kandidaten doorgedrongen, en 
hadden velen zich nog eens duchtig geprepareerd voor het mondeling examen, 
waar in menig geval een opvallend herstel optrad. Toch heeft het zin de wenken 
uit vorige verslagen nog eens te herhalen, met name wat betreft het nauwkeurig 
formuleren van begrippen en stellingen. Ook mag het niet voorkomen dat op het 
examen blijkt, dat men aan een belangrijk onderwerp als de bol, eenvoudig niet 
toegekomen is. 


h‚b.s.-B. Goniometrie. Het is de sub-commissie opgevallen dat weinig kandidaten 
in staat zijn goniometrische ongelijkheden vlot op te lossen. Ook het uitdrukken 
van een argument in radialen levert grote moeilijkheden op, terwijl het toch nood- 
zakelijk is deze eenheden in te voeren ten einde een behoorlijke grafiek te kunnen 
tekenen, laat staan de vergelijking van een raaklijn te bepalen of een oppervlakte 
te berekenen. 


h.b.s.-B. Analytische meetkunde 


Het herhalen van tweedegraads vergelijkingen tot enontvers dingen 
wordt door de meeste kandidaten onvoldoende beheerst, om maar niet te spreken 
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over poollijnen t.o.v. dergelijke krommen: Ook het.elimineren van parameters ge- 
schiedt vaak stuntelig; de oorzaak hiervan moet ons inziens gezocht worden in 
het feit, dat men niet met t begrip te Ribas gaat en maar volgens Bende regeltjes 
„werkt. $ . ‚ 

Tenslotte kostte het veel moeite om een ide meetkundige definitie van een 
cirkelbundel te laten produceren; men kan geen genoegen nemen met de omschrij- 
Ma: „Alle GE door twee punten”. 


BOEKBESPREKING 


E. M. Hemmerling, Fundamentals of College Geometry, John Wiley and Sons 
Ltd, London 1964, 400 blz. ‚ Prijs Be + 


In dit boek vindt men de klassieke meetkunde met moderne notaties en begrippen 
behandeld. Schrijver begint met het begrip verzameling (a well-defined collection. of 
objects) eri voert dan-de operaties ‚„cup”’ en „„cap’'in. Met goed gekozen voorbeelden 
„wordt de aandacht gevraagd voor de deductieve en inductieve redeneermethode. 
‚Na 11 axioma's uit de algebra volgen 12 postulaten voor de meetkunde, „Common 
practice often makes no distinction between the „axioms”’ and postulates”. Either is 
used to denote an assumed property”. 

In de daarna volgende bewijzen wordt van elke stap een veantwbondin gevraagd. 
Wil men de aandacht blijven boeien, dan zal men toch wel spoedig dienen over te 
gaan tot het inlassen van „parate kennis”. 

Een behandeling van enkele begrippen uit de elementaire logica, uitgaande van 
het principe „tertium non datur’ (o.a. conjunctie, disjunctie, negatie, implicatie, 
„modus ponens en tollens) zal mogelijk de vraag uitlokken: „Gaat dat zo maar? 
„Kan men hier ook geen axiomatische opzet eisen’. 

Wat de stereometrie betreft, enige haast is geboden want er is slechts één hoofd- 
stuk aan gewijd. Van een enigszins strenge opbouw is nu niet veel meer over. 
Of een lijn ooit loodrecht op een vlak zal staan is krachtens de geRS wegens 
tijdgebrek, onmogelijk vast te stellen. 

Het boek besluit met de analytische meetkunde van het platte vlak. Uit boven- 
staande samenvatting blijkt dat de eerste hoofdstukken een bestudering waard zijn. 

Burgers 


C. A. Hayes, Concepts of Real Analysis. John Wiley & Sons Ltd., Londen, 1964, 
180 blz, prijs 49/—. 


\ 

In dit boek vindt men praktisch dezelfde onderwerpen terug als in: Ribenboim, 
Functions, Limits and Continuity, al wijkt de behandeling wel enigszins af. Meer 
aandacht wordt nl. besteed aan een fundering van de verzamelingsleer, ook wordt 
de kwestie rond het keuze-axioma besproken, waarbij het jongste resultaat van 
P. J. Cohen, dat dit axioma ook een echt axioma is, vermeld wordt. 

De formuleringen en definities zijn met zorg gekozen, waarbij de rol die de 
intuïtie gespeeld heeft niet wordt vergeten. Speciale aandacht krijgt ook het defi- 
niëren van functies m.b.v. inductie. 

Reeds direct worden stellingen uit de formele logica aangehaald om de bewijs- 
voering te verscherpen. Zo neemt de schrijver m.i. terecht geen genoegen met een 
bewijs als „De lege verzameling f bevat geen enkel element, dus alle elementen van £ 
behoren tot elke verzameling, dus g is deelverzameling van elke verzameling. 
De schrijver beroept zich hier op de stelling dat, P — Q in ieder geval een juiste 
implicatie is, als P onjuist is. 
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Zo krijgt men: zed—xedA. Het is alleen jammer dat evenzo: 
zed —xtA een juiste implicatie is. i 
Het lijkt me beter, een deelverzameling van een verzameling a.v. te definiëren: 
AVB = A —> BCA dan geldt: 
AUG=ALCÁ. 


Een groot aantal vraagstukken met „hints and answers’ helpen de studerende 
zich het geleerde eigen te maken. 
Burgers 


R. Ribenboim, Functions, Limits and Continuity, John Wiley and Sons, Inc., 
London 1964, 140 blz, Prijs 45/—. 


De inhoud van dit boekje is duidelijk geformuleerd door de titel. Beginnend met 
de ontwikkeling van het getalbegrip, uitgaande van de gehele getallen, worden de 
rationale getallen gedefinieerd als klassen van equivalente geordende getallenparen, 
waarbij de equivalentie voldoet aan de bekende eisen (reflexief, symmetrisch en 
transitief). 

In een opgave op blz. 10 wordt het duidelijk, dat men, uitgaande van de 5 axioma's 
van Peano, het fundament kan verplaatsen. De opmerking in de voetnoot: „Most 
likely, the completion of these theoretical exercises, and the similar sets that are 
to follow, will require a great deal of time and, possibly, some competent guidance’ 
is dan ook zeker niet misplaatst. 

Reële getallen zijn dan klassen van equivalente fundamentaalrijen van rationale 
getallen. (In appendix A wordt de snedentheorie van Dedekind besproken). 

Dan volgen begrensde verzamelingen, verdichtingspunten, supremum en in- 
fimum, cauchy-rijen van reële getallen, mieten. Met goedgekozen voorbeelden, 
zonder „competent guidance’ te verwerken. Functies zijn dan gedefinieerd als 
eenduidige afbeelding van een verzameling (x) op een verzameling (y). Het moet 
me van ’t hart, dat een functie wel wat eenzijdig wordt bezien. Het zg. operatieve 
karakter wordt geheel verwaarloosd. De notatie: y — f(x) kan volgens de definitie 
slechts betekenen, dat f een eenduidige afbeelding tot stand brengt tussen de ele- 
menten van (x) en (y). En deze afbeelding ontbreekt nu juist in de aangeboden 
figuur. Logisch lijkt me: (2) — (y). 

(x) en (y) en (xX y) via (x) — (y) ontstaat dan een deelverzameling van (# X y). 
En het is deze deelverzameling van (# X y), die de leerling „als grafiek’ herkent. 

Voor de uniforme continuïteit is het overdekkingstheorema van Bolzano- 
Weierstrasz nodig. 

Samengevat: een boek waarvan de bestudering zal bijdragen tot het doel: „to 
provide a well-grounded basis for the study of mathematical analysis’. 

Burgers 


Mitrinovic, D. S., Tutorial texts and problems collections in mathematics (in 
collaboration with E. S. Barnes, C. D. B. Marsh and J. R. M. Radok) 1 Elementary 
Inegualities, ix + 150 pp. P. Noordhoff N.V, 1964, prijs f 20.75. 


Deze verzameling van ongelijkheden, veelal met een of meer bewijzen, is over- 
genomen uit een in het Servisch uitgegeven collectie „Zbornik matematiëkih 
problema”, Vol. I, II en III. 
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Enige bekendheid met de differentiaal- en integraalrekening is nodig. Men vindt 
een schat van problemen, waarop men z'n kracht kan beproeven. Men kan het zelfs 
als een onmisbaar naslagwerk beschouwen. Om enig idee van de inhoud te geven, 
vermeld ik slechts dat men o.a. zal vinden de bekende ongelijkheden (en vele 
minder bekende) over gemiddelden, ongelijkheden van Bernoulli, Chebychev, 
Abel, Cauchy-Schwartz, Young, Jensen en vele anderen. 

Burgers 


Faddegon, Rommes, Hogere Wiskunde, J. B. Wolters Uitgeversmij N.V. 
Groningen, 1964, 220 blz. f 9.75. 


Dit boek is geschreven voor hen die studeren voor de nijverheidsakten Nb, 
Nc, Nf, Nh, Ni, Nj, Nk, Nu, Nw, Nz, de theorieakten NIla, NIII, NIV, NIVw, 
NIVz, NV, NX en NI en behandelt: complexe getallen, grafischev oorstellingen, 
het functiebegrip komt er karig af. „Een lineair verband tussen twee grootheden 
wordt grafisch door een rechte lijn voorgesteld, òf: de grafiek van een lineaire 
functie is een rechte lijn. De verwarring: functie-vergelijking is blijkbaar onuit- 
roeibaar, op blz. 54 staan alleen vergelijkingen. 

Verder: limieten, differentiaal- en integraalrekening, eenvoudige differentiaal- 
vergelijkingen en het binaire stelsel. 

Het boek is op de praktijk afgestemd. De uitvoering is goed verzorgd. 

Burgers 


J. Drooyan and W. Hadel, A programmed Introduction to Number Systems, 
John Wiley and Sons, Inc., London 1964, 254 blz, Prijs 30/—. 


Uit de titel kan men opmaken, dat dit boek bestaat uit een opeenvolging van 
korte mededelingen (definities, eenvoudige theorie, opgaven) in totaal 975, terwijl 
na elke definitie een vraagstelling volgt, waarbij men volstaan kan met het invullen 
van een of twee woorden. Men dient een blanco vel papier van boven naar beneden te 
schuiven, tot men bij de vraag gekomen, meent het antwoofd te kunnen invullen. 
Heeft men dit gedaan, dan mag men weer een regel schuiven en ziet men het goede 
antwoord. Verder begrijpt men wel, dat men weer terug moet schuiven, als het 
antwoord fout was. Als voorbeeld neem ik R 167. 

— The property that two equivalent sets-have in common, when all other properties 
of both sets, except the fact of their equivalence, are disregarded, is called... .…. 
number. 

Behandeld worden: Verzamelingen en het begrip getal (kardinaalgetallen, ordinaal- 

getallen, natuurlijke getallen). Axioma’s voor gelijkheid, voor ordening, het gesloten 

zijn van de optelling in de verzameling van de natuurlijke getallen, de commutatieve- 
associatieve wet en de substitutiewet. Waarna de vermenigvuldiging, Cartesiaanse 
produkten en een herhaling van de bovengenoemde wetten, maar nu voor de ver- 
menigvuldiging, volgen. Daarna: de aftrekking en deling, die niet-gesloten blijken. 

Nu volgen de gehele getallen en tenslotte de rationale getallen. 

De schrijvers taxeren, dat de behandeling 18 uur en 21 minuten vereist. Het boek 
is tevens bedoeld voor ouders die belang stellen in de nieuwe ideeën die hun kinderen 
worden bijgebracht in de wiskunde. Wel meen ik, dat dit boekje alleen zeer vrucht- 
baar kan zijn bij leerlingen, die zich geheel vrij kunnen maken van hun kennis op dit 
gebied opgedaan op de lagere school. 

Burgers 
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John R. Dixon, A Programmed Introduction to Probability, John Wiley and Sons, 
Inc., New York—London—Sidney, 1964, aantal blz. alleen door Whalen te 
vinden, dikte 21 mm, 30/—. 


Inhoud: inleiding in de shboaeltislseies de hoofdregels van de kansrekening, 
permutaties en combinaties, binomiale verdeling, verwachte waarde en standaard- 
deviatie. 

Methode: geen theorie, sommige hoofdstukken bestaan uit vragen waarop men 
een antwoord geeft en dit meteen controleert, in andere heeft men de keus tussen 
verschillende antwoorden en wordt men naar de vraag terugverwezen als men een 
verkeerd antwoord geeft. 

Aan het boek is door de auteur zeer veel zorg en tijd besteed. 

Merkwaardig is de geesteshouding, die uit dit boek spreekt en die vermoedelijk 
in nauw verband staat met de: gevolgde methode. Deze is niet alleen: al doende 
leert men, maar sterker nog: al doende leert men begrijpen. Om duidelijk te maken, 
wat ik hiermee bedoel, wil ik in grote trekken nagaan, hoe de kansrekening ont- 
wikkeld wordt. Van kans wordt geen definitie of explicatie gegeven. We leren alleen, 
dat p(A/B) betekent: de kans, dat A optreedt bij gegeven B. Daarna wordt ons 
gevraagd: wat is de kans, dat een gebeurtenis zal plaatshebben, die onmogelijk 
is? En we moeten uit ons zelf bedenken, dat het antwoord O is. En als de gebeurte- 
nis zeker zal plaatshebben? Antwoord: 1. Wat is de kans, dat we met een echte munt 
kruis gooien? ‘Antwoord:}. En dat we na 10 keer kruis de elfde keer weer kruis 
gooien? Antwoord: 4. De kans, dat een proef mislukt, is 0,80. Wat is de kans, 
dat de proef niet mislukt? Antwoord: 0,20. (Deze antwoorden zijn zonder commen- 
taar) Een blauwe urn bevat zes rode en drie zwarte knikkers op zondagmorgen. 
Wat is de kans, dat je er een zwarte knikker de eerste keer uittrekt? 

Na deze voorbereiding maken we kennis met „the principle of insufficient reason”. 
Het volgende voorbeeld maakt duidelijk, wat hiermee bedoeld wordt. In een urn 
zijn onbekende aantallen blauwe, rode, witte en zwarte knikkers. Wat is de 
kans, dat men er een witte knikker uit trekt? Antwoord: De motivering komt 
ongeveer op het volgende neer: waarom zou de kans op het trekken van een witte 
knikker groter zijn dán die op het trekken van b.v. een blauwe? Of kleiner? We 
leren nu de kansregel: kans is aantal gunstige gedeeld door aantal mogelijke gevallen, 
kennen. En we zien, dat deze een direct uitvloeisel is van het principe van „in- 
sufficient reason’': Het komt me voor, dat dit principe zijn naam met recht draagt. 

Een volgend hoofdstuk is gewijd aan de produktregel. Ons wordt zonder meer 
meegedeeld, dat deze luidt: P(AB/X) — p(A/BX) P(B/X). En nu ons dit mee- 
gedeeld is, kunnen we naar hartelust vraagstukken maken, d.w.z. vragen beant- 
woorden. De somregel komt er al niet beter af. We krijgen meegedeeld, dat 
P(A + BIX) = P(AIX) + P(BIX) — P(ABJX). De theoretische fundering is thans 
iets solieder, want we lezen in een noot: het is mogelijk deze regel af te leiden uit 
de twee regels, die we al kennen (complement- en produktregel). Daarna komt 
het theorema van Bayes aan de beurt, dat hier als direct gevolg van de produkt- 
regel geformuleerd wordt. 

Ziehier de volledige theoretische fundering van de kansrekening. De rest bestaat 
uit een groot aantal, inderdaad goed gekozen, vraagstukken. Over de wijze, waarop 
men bij het oplossen van deze vraagstukken geleid wordt, niets dan lof. Dit geschiedt 
op voortreffelijke wijze. Men krijgt eerst de kans er zelf uit te komen en als dat hele- 
maal niet lukt nog eens een zeer duidelijke uiteenzetting, waarna men het wel moet 
begrijpen. 
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Door de gevolgde methode met de huidige te kruisen zou een zeer goed boek 
kunnen ontstaan. Waarschijnlijk heeft de auteur dit ook ingezien, want in zijn voor- 
bericht zegt hij, dat gebruik van dit boek naast korte mondelinge uitleg voor hem 
de meest bevredigende methode was. 
P. G. J. Vredenduin 


Ei hd zi - - “4 


RECREATIE 


Nicuwe opgaven met oplossing (liefst persklaar).en correspondentie over deze 
rubriek gelieve men te zenden aan Dr. P.G. J. Vredenduin, Kneppelhoutweg 12, 
Oosterbeek. : 


1834! Drie ringen zijn onderling verbonden, b.v. op de manier zoals in onderstaande 
figuur is aangegeven. In de zes punten, die in de figuur snijpunten van de cirkels 
zijn, kan de ene ring of de andere boven getekend worden. Dit geeft 64 verschillende 





gevallen. In sommige van deze gevallen zal blijken, dat de drie ringen niet met zijn 
drieën aan elkaar vast zitten. Er wordt nu gevraagd in hoeveel verschillende (d.w.z. 
topologisch verschillende) gevallen de drie ringen wel verbonden zijn? 


135. In een café in New York zitten aan een tafeltje A en B. Aan het tafeltje 
ernaast zitten Cen D. A en B trachten het gesprek van C met D af te luisteren. 
‚ D zegt: er zijn hier hoge huisnummers in New York. Wat is b.v. jouw huisnummer » 

C antwoordt: mijn huisnummer ligt tussen 13 en 1300. 

D: Is je huisnummer een getal boven of. onder de 500? 

Het antwoord van C wordt door B wel, door A niet verstaan. 

B (tegen A): Dat antwoord was een leugen. 

D: Is je huisnummer een kwadraat? 

Het ‘antwoord van C wordt door B wel, door A niet verstaan. 

B (tegen A): Dat antwoord was ook een leugen. 

D: Is je huisnummer een derdemacht? 

Het antwoord van C wordt door B wel, door A niet verstaan. 

B (tegen A): Dat antwoord was juist. 

D: Als je me nu nog zegt, of het tweede cijfer een 1 is, dln we ik het. á 

Wat is nu'volgens A het huisnummer? | 


OPLOSSINGEN 
(zie voor de opgaven het vorige nummer) 


132. Stelt men zich op in een punt P van.gebied I, dan zal men rechtsom de 
rand doorlopende steeds langs omlaaggaande wegen gaan (van viaduct naar onder-, 
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doorgang). In het naastgelegen gebied II zal men linksom langs omlaaggaande 
wegen gaan. Voorwaarde voor het gelukken van de gevraagde manier om de via- 
ducten aan te brengen is dus, dat men er in slaagt de gebieden zo te arceren, dat 
van elk paar aangrenzende gebieden het een wel en het ander niet gearceerd wordt. 
(Het buitengebied moet daarbij meegerekend worden. In ons voorbeeld wordt het 
gearceerd.) Is dit steeds mogelijk? 

Kies een punt Q, b.v. in het buitengebied. Verbind Q met P op zodanige wijze, 
dat de verbindingslijn niet door een snijpunt (viaduct) gaat. In de figuur is dit 
op twee manieren gedaan; de ene verbindingslijn levert 2 snijpunten met de weg, 
de andere 6. Omdat de totale weg gesloten is en de beide verbindingen van P en Q 
samen een jordankromme vormen, zal de gesloten weg deze in een even aantal 
punten snijden. Daaruit volgt, dat hoe de verbinding van P en Q gekozen wordt, 


g 





altijd het aantal snijpunten dezelfde pariteit heeft en in ons geval dus altijd even 
is. Het aantal snijpunten zal dan, zodra we Pin een aan I grenzend gebied kiezen, 
oneven worden, enz. Arceren we nu de gebieden met even aantal snijpunten, dan 
ontstaat de vereiste arcering. En dus is het steeds mogelijk de viaducten op de 
gevraagde manier aan te leggen. 


133. Nummer de zakken 1, 2, 3, 4, 5. Kies uit de met { genummerde zak a, 
munten. Onderstel het gewicht van een munt in de met 2 genummerde zak 1s 4, 
gram. Weeg de gekozen munten, d.w.z. bepaal (in één weging) 


Ak, + Aaa + Az + Aaa + A5%5. 


Hierin zijn dus de getallen a, bekend, de getallen #, onbekend. Er kunnen dus 
‘35 uitkomsten uitkomen. De getallen a; moeten dus zo gekozen worden, dat al 
deze 35% uitkomsten verschillend zijn. Stel y; == #, — 10. Kies a, = 34, a, = 92, 
Az — 32, a, — 3! en a; = 39 Dan zijn de mogelijke uitkomsten voor 


Y141 + Yada + Yada + Vala H V5h5 


‚de getallen 0 tot en met 242. Men ziet dat direct, als men deze getallen schrijft 
‘in het drietallig stelsel. De vijf cijfers van het getal zijn dan y,, ..… %s- 


‘Rectificatie: In het artikel van P. Wijdenes ‚De normaalvergelijking, op blz. 241 
(vorige nummer), moeten in regel Il en 12, a =0 en b= 0 vervangen worden 
door resp. £ = 0 en y = 0. gs ú 





beknopte 
analytische 
meetkunde EEN 


door Dr. D. J. E. Schrek 


In dit werk voor het vhmo wordt de meetkunde van het platte vlak 
behandeld. 


Inhoud: Coördinaten - Vergelijkingen tussen coördinaten - De rechte lijn - Twee 
en meer rechte lijnen - De cirkel - Twee en meer cirkels - Meetkundige plaatsen - 
De kegelsneden in het algemeen - De parabool - De ellips - De hyperbool - Ge- 
mengde opgaven - Opgaven van het eindexamen der gymnasia en van het daarmee 
gelijkgestelde staatsexamen - Formules. 


Bewerkt door Drs. H. Pleysier. 4e druk, 46 fig, Ing. f 4.50; geb. f 5.25. 
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EEN 


LE bn Nen 
Voor gebruik aan gymnasium, h.b.s. (5-j. c.) lyceum en technische scholen 
NOORDHOFF's SCHOOLTAFEL in 5 decimalen 


|. De logaritmen van de getallen van 1 - 10000 Il. Logaritmen sinus- 
tafel - |l. Sinustafel - IV. Goniometrische verhoudingen van hoeken 
in radialen - V. Machten, Wortels, enz. 


Zeer eenvoudige behandeling van de kleine hoeken. In tafel Il. twee 
volle graden naast elkaar; in tafel Ill. vier volle graden naast elkaar. 
Bewerkt door P. Wijdenes 20e druk/gek. f 3.10 

Voor gebruik aan gymnasium, h.b.s. (5-j. c.) en lyceum 


NOORDHOFFs LOGARITMENTAFEL EN RENTETAFEL 
De log. tafel in 4 decimalen; de rentetafels in 8 decimalen. 


L, Gewone logaritmen - Il. Logaritmen sinustafel - Ill, Machten, Wortels 
en Omgekeerden - IV. Sinustafe!. De gonicmetrische verhoudingen van 
hoeken in radialen - V. De vijf rentetafels in 8 decimalen en de annuî- 
teitentafel. 


25e druk/gek. f 2.25 
P. NOORDHOFF NV 


A NEW mathematical work 


ASYMPTOTIC 
DISTRIBUTION 
MODULO ONE 


Edited by J. F. Koksma and L. Kuipers 


This work contains the lectures given at the col- 
loquium on Asymptotic Distributions Modulo one 
which was held in Breukelen (The Netherlands) 
from 1 - 11 August 1962, under the auspices of 
the Netherlands Universities Foundation for In- 
ternational Cooperation (N.U.F.F.I.C.), and with 
financial support of NATO. 


1965 203 pp. ‘cloth Dfl. 10.50/$ 2.90 


P. NOORDHOFF LTD. 





ke 
Een nieuw werkschrift in de natuurkunde- 
methode door Ir. H. M. Mulder ei. 


continu experiment 


Werkschrift 7 - trillingen en geluid 
32 biz, geïllustreerd, ing. f 1.50 


In deze natuurkunde-methode zijn les en 
proef geheel in elkaar overgegaan. De 
leerlingen bouwen hun kennis op door een 
‘voortdurend onderzoek’, waarbij beurte- 
lings kwalitatieve en kwantitatieve me- 
tingen worden gedaan. Door het afwisse- 
lend luisteren en handelen wordt de con- 
centratie geprikkeld, terwijl de handig- 
heid vergroot wordt. 


Werkschrift 1 - vaste stoffen, vloeistoffen 
Werkschrift 2 - kracht, temperatuur 
Werkschrift 3 - warmte, fasen 
Werkschrift 4 - magnetisme, stromen 
Werkschrift 5 - stromen, spanningen 
Werkschrift 6 - licht 

Prijs per deel, ing. f 1.35 


P. NOORDHOFF NV 








leerboek - 
der natuurkunde 


Natuurkunde-methode voor het v.h.m.o. 





door Dr. H. LINDEMAN en Drs. G. H. FREDERIK 


Deel IA - 235 blz. - 8e druk - ing. f 7.50 
Deel IB - 208 blz. - 6e druk - ing. f 6.50 
Deel IIA - 235 blz. - 6e druk - ing. f 7.50 
Deel IIB - 146 blz. - 6e druk - ing. f 5.90 
Deel Ill - 286 blz. - 4e druk - ing. f 6.50 


Mechanica, Vloeistoffen, Gassen en 
. Warmteleer 


Geometrische optica en Elektriciteit 


Mechanica, Mechanische warmte- 
theorie 


Golven en Geluid, Fysische optica 
Elektriciteit, Atoom- en Kernfysica. 


Alle delen zijn geïllustreerd, - achterin zijn 
Vraagstukken met de antwoorden opgeno- 


men. 


Alle uitgaven ook verkrijgbaar via de boekhandel 


P. NOORDHOFF NV 


